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Frédéri BUTIN
1
Résumé
Etant donné un système physique (M, F(M)), où M est une variété de Poisson et F(M) l'algèbre des fontions
régulières sur M , il est important de pouvoir le quantier pour obtenir des résultats plus orrets que eux donnés
par la méanique lassique. Une solution est fournie par la quantiation par déformation qui onsiste à onstruire
un star-produit sur l'algèbre des séries formelles F(M)[[~]]. Un premier pas vers l'étude des star-produits est le
alul de la ohomologie de Hohshild de F(M).
Le but de l'artile est de déterminer ette ohomologie de Hohshild dans le as des ourbes singulières du plane
 on préise ainsi, par une démarhe diérente, un résultat démontré par Fronsdal  et dans le as des surfaes
de Klein. L'utilisation d'un omplexe proposé par Kontsevih et l'emploi des bases de Gröbner permettent de
résoudre le problème.
Abstrat
Given a mehanial system (M, F(M)), where M is a Poisson manifold and F(M) the algebra of regular funtions
on M , it is important to be able to quantize it, in order to obtain more preise results than through lassial
mehanis. An available method is the deformation quantization, whih onsists in onstruting a star-produt
on the algebra of formal power series F(M)[[~]]. A rst step toward study of star-produts is the alulation of
Hohshild ohomology of F(M).
The aim of this artile is to determine this Hohshild ohomology in the ase of singular urves of the plane 
so we redisover, by a dierent way, a result proved by Fronsdal and make it more preise  and in the ase of
Klein surfaes. The use of a omplex suggested by Kontsevih and the help of Gröbner bases allow us to solve the
problem.
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1 Introdution
1.1 Quantiation par déformation
On onsidère un système physique donné par une variété de Poisson M , munie du rohet de Poisson {·}.
En méanique lassique, on étudie l'algèbre (ommutative) F(M) des fontions régulières (ie, par exemple,
C∞, holomorphes ou polynomiales) sur M , 'est-à-dire des observables de la méanique lassique. Or la
méanique quantique, où le système physique est dérit par une algèbre (non ommutative) d'opérateurs
sur un espae de Hilbert, donne des résultats plus orrets que son analogue lassique. D'où l'intérêt
d'obtenir une desription quantique du système lassique (M, F(M)) : une telle opération s'appelle une
quantiation. Une des solutions est la quantiation géométrique qui permet de onstruire expliitement
un espae de Hilbert et une algèbre d'opérateurs sur et espae. Cette méthode, fort intéressante, a
l'inonvénient de ne pas toujours s'appliquer. C'est pourquoi on a introduit d'autres quantiations telles
la quantiation asymptotique et la quantiation par déformation. Cette dernière, dérite en 1978 par
F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lihnerowiz et D. Sternheimer dans l'artile [BFFLS78℄, onstitue
une bonne alternative : au lieu de onstruire une algèbre d'opérateurs sur un espae de Hilbert, il s'agit
d'obtenir une déformation formelle de F(M), donnée par l'algèbre des séries formelles F(M)[[~]], munie
du star-produit assoiatif (mais non ommutatif)
f ∗ g =
∞∑
j=0
mj(f, g)~
j
(1)
où les appliations mj sont bilinéaires et où m0(f, g) = fg. La quantiation est alors donnée par
l'appliation f 7→ f̂ , où f̂(g) = f ∗ g.
On peut se demander dans quels as une variété de Poisson admet une telle quantiation. Une réponse
a été donnée par Kontsevih dans son artile [K97℄ : il a en eet onstruit un star-produit sur toute
variété de Poisson. En outre, il a démontré que si M est une variété lisse, alors les lasses d'équivalene
de déformations formelles du rohet de Poisson nul sont en bijetion ave les lasses d'équivalene de
star-produits. De plus, d'après le théorème de Hohshild-Kostant-Rosenberg, tout star-produit abélien
est trivial.
Dans le as où M est une variété algébrique singulière, de la forme
M = {z ∈ Cn / f(z) = 0}
ave n = 2 ou 3, où f est un polynme de C[z]  et 'est le as que nous étudions dans la suite 
les fontions régulières à onsidérer sont les fontions polynomiales sur M , dont l'algèbre s'identie à
l'algèbre quotient C[z] / 〈f〉. Le résultat énoné préédemment n'est don plus appliable. Cependant, les
déformations de l'algèbre F(M), dénies par la formule (1), sont toujours lassiées par la ohomologie de
Hohshild de F(M), et on se trouve ainsi ramené à l'étude de la ohomologie de Hohshild de C[z] / 〈f〉.
1.2 Cohomologies et quotients d'algèbres de polynmes
Dans la suite, on onsidère R = C[z1, . . . , zn] = C[z] l'algèbre des polynmes à oeients om-
plexes et à n indéterminées. On xe aussi f1, . . . , fm m éléments de R, et on dénit l'algèbre quotient
A := R / 〈f1, . . . , fm〉 = C[z1, . . . , zn] / 〈f1, . . . , fm〉.
Plusieurs artiles ont été onsarés à l'étude de as partiuliers :
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C. Roger et P. Vanhaeke, dans l'artile [RV02℄, onsidèrent le as où n = 2 et m = 1, et où f1 est un
polynme homogène. Après avoir rappelé la dénition de la ohomologie de Poisson, ils la alulent
en fontion du nombre de omposantes irrédutibles du lieu singulier {z ∈ C2 / f1(z) = 0} (dans e
as, on a une struture sympletique en dehors du lieu singulier).
M. Van den Bergh et A. Pihereau, dans les artiles [VB94℄, [P05℄ et [P06℄, s'intéressent au as
où n = 3 et m = 1, et où f1 est un polynme quasi-homogène à singularité isolée en l'origine. Ils
présentent le alul de l'homologie et de la ohomologie de Poisson, qui s'exprime en partiulier en
fontion du nombre de Milnor de l'espae C[z1, z2, z3] / 〈∂z1f1, ∂z2f1, ∂z3f1〉.
En s'intéressant toujours au as où n = 3 et m = 1, dans l'artile [AL98℄, J. Alev et T. Lambre
omparent l'homologie de Poisson en degré 0 des surfaes de Klein à l'homologie de Hohshild en
degré 0 de A1(C)
G
, où A1(C) est l'algèbre de Weyl et G le groupe assoié à la surfae.
Quant à C. Fronsdal, il étudie dans l'artile [FK07℄ l'homologie et la ohomologie de Hohshild dans
deux as partiuliers : le as où n = 1 et m = 1, et le as où n = 2 et m = 1. De plus, l'appendie de
et artile donne un autre moyen de aluler la ohomologie de Hohshild dans le as plus général
des intersetions omplètes.
Dans et artile, on se propose de aluler la ohomologie de Hohshild dans deux as partiulièrement
intéressants : le as des ourbes singulières du plan, ave des polynmes f1 qui orrespondent à leurs
formes normales (e as a déjà retenu l'intérêt de C. Fronsdal) ; et le as des surfaes de Klein (n = 3
etm = 1). Ces dernières ont fait l'objet d'un nombre important de travaux ; leur rapport aux sous-groupes
nis de SL2C, aux solides de Platon, et à la orrespondane de MKay explique et intérêt manifeste. Par
ailleurs, les algèbres préprojetives, dont il est question dans l'artile [CBH98℄, onstituent une famille de
déformations des surfaes de Klein, paramétrée par le groupe qui leur est assoié, e qui motive enore le
alul de leur ohomologie.
Le résultat prinipal de l'artile est donné par les deux propriétés :
Propriété 1
Soit une ourbe singulière du plan, dénie par un polynme f1 ∈ C[z], de type Ak, Dk ou Ek. Alors
H0 ≃ C[z] / 〈f1〉, H
1 ≃ C[z] / 〈f1〉 ⊕ C
k
, et pour tout j ≥ 2, Hj ≃ Ck.
Propriété 2
Soient Γ un sous-groupe ni de SL2C et f1 ∈ C[z] tel que C[x, y]
Γ ≃ C[z] / 〈f1〉. Alors H
0 ≃ C[z] / 〈f1〉,
H1 ≃ ∇f1∧ (C[z] / 〈f1〉)
3 ⊕ Cµ, H2 ≃ C[z] / 〈f1〉 ⊕ C
µ
, et pour tout j ≥ 3, Hj ≃ Cµ, où µ est le nombre
de Milnor de XΓ.
Pour aluler expliitement es espaes de ohomologie, on s'appuiera sur la démarhe proposée par M.
Kontsevih dans l'appendie de [FK07℄, démarhe que l'on développera.
On étudiera d'abord le as des ourbes singulières du plan dans le paragraphe 3 : on utilisera ette mé-
thode pour retrouver le résultat que C. Fronsdal a établi par des aluls direts. Puis on l'anera en
déterminant les dimensions des espaes de ohomologie au moyen de la division multivariée et des bases
de Gröbner.
Puis, dans le paragraphe 4, on onsidérera le as des surfaes de Klein (XΓ = C
2 /Γ, ave Γ sous-groupe
ni de SL2C). On démontrera d'abord que H
0
s'identie à l'espae des fontions polynomiales sur la
surfae singulière XΓ. On poursuivra en montrant que H
1
et H2 sont de dimension innie. On détermi-
nera aussi, pour j supérieur ou égal à 3, la dimension de Hj , en montrant qu'elle est égale au nombre de
Milnor de la surfae XΓ.
Avant l'étude de es deux as, le paragraphe 1.3 rappelle des résultats importants sur les déformations.
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1.3 Cohomologie de Hohshild et déformations d'algèbres
• Etant donné une C−algèbre assoiative, notée A, le omplexe de Hohshild assoié à A est le omplexe
C0(A)
d0
// C1(A)
d1
// C2(A)
d2
// C3(A)
d3
// C4(A)
d4
// . . .
dont l'espae Cp(A) des p−ohaînes est déni par Cp(A) = 0 pour p ∈ −N∗, C0(A) = A et ∀ p ∈
N∗, Cp(A) = L(A⊗p, A), où L(A⊗p, A) désigne l'espae des appliations C−linéaires de A⊗p dans A, et
dont la diérentielle d =
⊕∞
i=0 dp est donnée par la formule
∀ f ∈ Cp(A), dp f(a0, . . . , ap) = a0f(a1, . . . , ap)−
p−1∑
i=0
f(a0, . . . , aiai+1, . . . , ap)+(−1)
p−1f(a0, . . . , ap−1)ap,
'est-à-dire dpf = (−1)
p+1[µ, f ]G,
où µ est la multipliation de l'algèbre A, et [·]G le rohet de Gerstenhaber.
On dénit alors la ohomologie de Hohshild de A omme la ohomologie du omplexe de Hohshild
assoié à A. On note HH0(A) = Ker d0 et ∀ p ∈ N
∗, HHp(A) = Ker dp / Im dp−1.
• On note C[[~]] (resp. A[[~]]) l'algèbre des séries formelles en l'indéterminée ~, à oeients dans C (resp.
A). Une déformation de l'algèbre A est dénie omme une appliation m de A[[~]] × A[[~]] dans A[[~]]
qui est C[[~]]−bilinéaire et telle que
∀ (s, t) ∈ A[[~]]2, m(s, t) ≡ st mod ~A[[~]],
∀ (s, t, u) ∈ A[[~]]3, m(s, m(t, u)) = m(m(s, t), u).
Cela signie qu'il existe une suite d'appliations bilinéaires mj de A × A dans A dont le premier terme
m0 est le produit de A et telle que
∀ (a, b) ∈ A2, m(a, b) =
∞∑
j=0
mj(a, b)~
j ,
∀ n ∈ N,
∑
i+j=n
mi(a, mj(b, c)) =
∑
i+j=n
mi(mj(a, b), c), 'est-à-dire
∑
i+j=n
mi •mj = 0,
en utilisant le produit de Gerstenhaber, noté •.
On parle de déformation d'ordre p si la formule préédente est vériée (seulement) pour n ≤ p.
Deux déformations m et m′ de A sont dites équivalentes s'il existe un C[[~]]−automorphisme de A[[~]],
noté ϕ, tel que
∀ (s, t) ∈ A[[~]]2, ϕ(m(s, t)) = m′(ϕ(s), ϕ(t))
∀ s ∈ A[~], ϕ(s) ≡ s mod ~A[[~]],
'est-à-dire s'il existe une suite d'appliations linéaires ϕj de A dans A dont le premier terme ϕ0 est
l'identité de A et telle que
∀ a ∈ A, ϕ(a) =
∞∑
j=0
ϕj(a)~
j ,
∀ n ∈ N,
∑
i+j=n
ϕi(mj(a, b)) =
∑
i+j+k=n
m′i(ϕj(a), ϕk(b)).
• Un des intérêts de la ohomologie de Hohshild est de permettre de paramétrer les déformations de
l'algèbre A. En eet, si pi ∈ C2(A), on peut onstruire une déformationm d'ordre 1 de A telle que m1 = pi
si et seulement si pi ∈ Ker d2. De plus, deux telles déformations sont équivalentes si et seulement si leur
diérene est un élément de Im d1. Ainsi, l'ensemble des lasses de déformations d'ordre 1 est en bijetion
ave HH2(A).
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Si m est une déformation d'ordre p, alors on peut étendre m en une déformation d'ordre p + 1 si et
seulement s'il existe mp+1 tel que
∀ (a, b, c) ∈ A3,
p∑
i=1
(mi(a, mp+1−i(b, c))−mi(mp+1−i(a, b), c))
︸ ︷︷ ︸
ωp(a, b, c)
= −d2mp+1(a, b, c),
ie
p∑
i=1
mi •mp+1−i = d2mp+1.
Or le terme ωp appartient à Ker d3, don HH
3(A) représente les obstrutions au prolongement d'une
déformation d'ordre p en une déformation d'ordre p+ 1.
2 Présentation du omplexe de Koszul
On rappelle dans e paragraphe les résultats sur le omplexe de Koszul qui sont donnés dans l'appendie
de l'artile [FK07℄.
2.1 Théorème de Kontsevih et notations
• Comme indiqué au paragraphe 1.2, on onsidère R = C[z] et (f1, . . . , fm) ∈ R
m
, et on note A =
R / 〈f1, . . . , fm〉. On suppose qu'il y a intersetion omplète, ie la dimension de l'ensemble des solutions
du système {f1 = · · · = fm = 0} est n−m.
•On dénit aussi la superalgèbre superommutative A˜ = R⊗
∧
{αj , j = 1 . . .m} = C[z1, . . . , zn, α1, . . . , αm].
On introduit ensuite ηi =
∂
∂zi
et bj =
∂
∂αj
.
On note les variables paires ave des lettres latines et les variables impaires ave des lettres greques.
• On onsidère l'algèbre diérentielle graduée
T˜ = A[η1, . . . , ηn, b1, . . . , bm] =
C[z1, . . . , zn]
〈f1, . . . , fm〉
[η1, . . . , ηn, b1, . . . , bm],
munie de la diérentielle
deT =
n∑
j=1
m∑
i=1
∂fi
∂zj
bi
∂
∂ηj
et de la graduation de Hodge, dénie par deg(zi) = 0, deg(ηi) = 1, deg(αj) = −1, deg(bj) = 2.
On peut alors énoner le théorème prinipal qui permet le alul de la ohomologie de Hohshild :
Théorème 3 (Kontsevih)
Sous les hypothèses préédentes, la ohomologie de Hohshild de A est isomorphe à la ohomologie du
omplexe (T˜ , deT ) déni par l'algèbre diérentielle graduée T˜ .
• Il n'y a pas d'élément de degré stritement négatif. On a don le omplexe suivant :
T˜ (0)
e0
// T˜ (1)
d
(1)eT
// T˜ (2)
d
(2)eT
// T˜ (3)
d
(3)eT
// T˜ (4)
d
(4)eT
// . . .
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Pour haque degré p, on hoisit une base Bp de T˜ (p). Par exemple pour p = 0 . . . 3, on prend :
T˜ (0) = A
T˜ (1) = Aη1 ⊕ · · · ⊕Aηn
T˜ (2) = Ab1 ⊕ · · · ⊕Abm ⊕
⊕
i<j
Aηiηj
T˜ (3) =
⊕
i=1...m
j=1...n
Abiηj ⊕
⊕
i<j<k
Aηiηjηk
On peut alors expliiter les matries MatBp,Bp+1(d
(p)eT ).
• On note p : C[z]→ A = C[z]/〈f1, . . . , fm〉 la projetion anonique.
Pour tout idéal J de C[z], on notera JA l'image de et idéal par la projetion anonique.
De même, si (g1, . . . , gr) ∈ A
r
on notera 〈g1, . . . , gr〉A l'idéal de A engendré par (g1, . . . , gr).
Par ailleurs, si g ∈ C[z], et si J est un idéal de C[z], alors on note
AnnJ(g) := {h ∈ C[z] / hg = 0 mod J}.
En partiulier, g ne divise pas 0 dans C[z]/J si et seulement si AnnJ(g) = J .
Enn, pour tout polynme g ∈ C[z], on note ∇g son gradient.
2.2 Cas partiulier où n = 1 et m = 1
• Dans le as où n = 1 et m = 1, d'après e qui préède, on a pour p ∈ N∗,
T˜ (2p) = Abp1 et T˜ (2p+ 1) = Ab
p
1η1.
On en déduit
H0 = A, H1 = {g1η1 / g1 ∈ A et g1 ∂z1f1 = 0}
et ∀ p ∈ N∗, H2p =
Abp1
{g1(∂z1f1)b
p
1 / g1 ∈ A}
, et H2p+1 = {g1 b
p
1η1 / g1 ∈ A et g1 ∂z1f1 = 0}.
• Si maintenant f1 = z
k
1 , alors
H0 = A = C[z1] / 〈z
k
1 〉 ≃ C
k−1
H1 = {g1η1 / g1 ∈ A et kg1z
k−1
1 = 0} ≃ C
k−1
et ∀ p ∈ N∗, H2p =
Abp1
{g1(kz
k−1
1 )b
p
1 / g1 ∈ A}
≃ Ck−1
et H2p+1 = {g1 b
p
1η1 / g1 ∈ A et kg1z
k−1
1 = 0} ≃ C
k−1
.
3 Cas n = 2, m = 1.  ourbes singulières du plan
3.1 Desription des espaes de ohomologie
On utilise le théorème 3 pour aluler la ohomologie de Hohshild de A. On ommene par expliiter
les ohaînes et les diérentielles.
• Les diérents espaes du omplexe sont donnés par
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T˜ (0) = A T˜ (5) = Ab21η1 ⊕Ab
2
1η2
T˜ (1) = Aη1 ⊕Aη2 T˜ (6) = Ab
3
1 ⊕Ab
2
1η1η2
T˜ (2) = Ab1 ⊕Aη1η2 T˜ (7) = Ab
3
1η1 ⊕Ab
3
1η2
T˜ (3) = Ab1η1 ⊕Ab1η2 T˜ (8) = Ab
4
1 ⊕Ab
3
1η1η2
T˜ (4) = Ab21 ⊕Ab1η1η2 T˜ (9) = Ab
4
1η1 ⊕Ab
4
1η2,
ie, dans le as général, pour p ∈ N∗, T˜ (2p) = Abp1 ⊕Ab
p−1
1 η1η2 et T˜ (2p+ 1) = Ab
p
1η1 ⊕Ab
p
1η2 .
On a
∂
∂ηk
(ηk ∧ ηl) = 1 ∧ ηl = −ηl ∧ 1, don d
(2)eT (ηkηl) = − ∂f1∂zk b1ηl + ∂f1∂zl b1ηk.
On note désormais
∂
∂zj
= ∂zj = ∂j .
Les matries de deT sont don données par
MatB2p,B2p+1(d
(2p)eT ) =
(
0 ∂2f1
0 −∂1f1
)
MatB2p+1,B2p+2(d
(2p+1)eT ) =
(
∂1f1 ∂2f1
0 0
)
.
• On en déduit une expression plus simple des espaes de ohomologie :
H0 = A
H1 = {g1η1 + g2η2 / (g1, g2) ∈ A
2
et g1 ∂1f1 + g2 ∂2f1 = 0} ≃
{
g =
(
g1
g2
)
∈ A2 / g · ∇f1 = 0
}
∀ p ∈ N∗,
H2p =
{g1b
p
1+g2b
p−1
1 η1η2 / (g1, g2)∈A
2
et g2 ∂1f1=g2 ∂2f1=0}
{(g1 ∂1f1+g2 ∂2f1)b
p
1 / (g1, g2)∈A
2}
≃
8<:g=
0@ g1
g2
1A∈A2 / g2 ∂1f1=g2 ∂2f1=0
9=;8<:
0@ g · ∇f1
0
1A / g∈A2
9=;
≃ A〈∂1f1, ∂2f1〉A ⊕ {g ∈ A / g ∂1f1 = g ∂2f1 = 0}
H2p+1 =
{g1b
p
1η1+g2b
p
1η2 / (g1, g2)∈A
2
et g1 ∂1f1+g2 ∂2f1=0}
{g2(∂2f1b
p
1η1−∂1f1b
p
1η2) / g2∈A}
≃
8<:g=
0@ g1
g2
1A∈A2 / g·∇f1=0
9=;8<:g2
0@ ∂2f1
−∂1f1
1A / g2∈A
9=;
.
Il reste à déterminer expliitement es espaes. C'est l'objet des deux paragraphes suivants.
3.2 Caluls expliites dans le as partiulier où f1 est à variables séparées
Dans e paragraphe, on onsidère le polynme f1 = a1z
k
1 + a2z
l
2, ave 2 ≤ l ≤ k et (a1, a2) ∈ (C
∗)2.
Les dérivées partielles de f1 sont ∂1f1 = ka1z
k−1
1 et ∂2f1 = la2z
l−1
2 .
• On a déjà
H0 = C[z1, z2]/〈a1z
k
1 + a2z
l
2〉.
• De plus, omme f1 est quasi-homogène, la formule d'Euler donne
1
k
x1∂1f1 +
1
l
x2∂2f1 = f1. Ainsi, on a
l'inlusion 〈f1〉 ⊂ 〈∂1f1, ∂2f1〉, don
A
〈∂z1f1, ∂z2f1〉A
≃ C[z1, z2]〈∂z1f1, ∂z2f1〉
≃ V ect
(
zi1z
j
2 / i ∈ J0, k − 2K, j ∈ J0, l − 2K
)
.
Or ∂1f1 et f1 sont premiers entre eux, de même que ∂2f1 et f1, don si g ∈ A vérie g∂1f1 = 0 mod 〈f1〉,
alors g ∈ 〈f1〉, ie g est nul dans A.
Ainsi,
H2p ≃ V ect
(
zi1z
j
2 / i ∈ J0, k − 2K, j ∈ J0, l − 2K
)
≃ C(k−1)(l−1).
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• On détermine maintenant l'ensemble
{
g =
(
g1
g2
)
∈ A2 / g · ∇f1 = 0
}
:
On a d'abord 〈f1, ∂1f1〉 = 〈a1z
k
1 + a2z
l
2, z
k−1
1 〉 = 〈z
l
2, z
k−1
1 〉. Les seuls monmes qui ne sont pas dans et
idéal sont don les éléments zi1z
j
2 ave i ∈ J0, k − 2K et j ∈ J0, l − 1K.
Tout polynme P ∈ C[z] peut don s'érire sous la forme
P = αf1 + β∂1f1 +
∑
i=0...k−2
j=0...l−1
aijz
i
1z
j
2.
Les polynmes P ∈ C[z] tels que P∂2f1 ∈ 〈f1, ∂1f1〉 sont don les éléments
P = αf1 + β∂1f1 +
∑
i=0...k−2
j=1...l−1
aijz
i
1z
j
2.
On a ainsi alulé Ann〈f1, ∂1f1〉(∂2f1).
L'équation
g · ∇f1 = 0 mod 〈f1〉 (2)
entraîne
g2∂2f1 = 0 mod 〈f1, ∂1f1〉, (3)
ie g2 ∈ Ann〈f1, ∂1f1〉(∂2f1), ie enore
g2 = αf1 + β∂1f1 +
∑
i=0...k−2
j=1...l−1
aijz
i
1z
j
2, (4)
ave (α, β) ∈ C[z]2.
Il s'ensuit que
g1∂1f1 + αf1∂2f1 + β∂1f1∂2f1 +
∑
i=0...k−2
j=1...l−1
aijz
i
1z
j
2∂2f1 ∈ 〈f1〉. (5)
Et, ave l'égalité z2∂2f1 = lf1 −
l
kz1∂1f1,
∂1f1

g1 + β∂2f1 − lk
∑
i=0...k−2
j=1...l−1
aijz
i+1
1 z
j−1
2

 ∈ 〈f1〉. (6)
Comme f1 et ∂1f1 sont premiers entre eux, ette équation équivaut à
g1 = −β∂2f1 +
l
k
∑
i=0...k−2
j=1...l−1
aijz
i+1
1 z
j−1
2 + δf1,
ave δ ∈ C[z].
On vérie ensuite que les éléments g1 et g2 ainsi obtenus sont bien solutions de l'équation (2).
Finalement, on a
˘
g ∈ A2 / g · ∇f1 = 0
¯
=
8><
>:
„
α
δ
«
f1 − β
„
∂2f1
−∂1f1
«
+
X
i=0...k−2
j=1...l−1
aijz
i
1z
j−1
2
„
l
k
z1
z2
« .
(α, β, δ) ∈ C[z]3 et aij ∈ C
9>=
>; .
On en déduit aussitt les espaes de ohomologie d'indies impairs :
∀ p ≥ 1, H2p+1 ≃ C(k−1)(l−1)
H1 ≃ C(k−1)(l−1) ⊕ C[z1, z2]/〈a1z
k
1 + a2z
l
2〉.
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Remarque 4
On obtient en partiulier la ohomologie pour les as où f1 = z
k+1
1 + z
2
2 , f1 = z
3
1 + z
4
2 et f1 = z
3
1 + z
5
2 ,
as qui orrespondent respetivement aux fontions quasi-homogènes de types Ak, E6 et E8 données dans
[AVGZ86℄ p. 181.
On regroupe es trois as partiuliers dans le tableau i-dessous :
H0 H1 H2p H2p+1
Ak C[z] / 〈z
k+1
1 + z
2
2〉 C[z] / 〈z
k+1
1 + z
2
2〉 ⊕ C
k
C
k
C
k
E6 C[z] / 〈z
3
1 + z
4
2〉 C[z] / 〈z
3
1 + z
4
2〉 ⊕ C
6 C6 C6
E8 C[z] / 〈z
3
1 + z
5
2〉 C[z] / 〈z
3
1 + z
5
2〉 ⊕ C
8 C8 C8
Les as où f1 = z
2
1z2+z
k−1
2 et f1 = z
3
1+z1z
3
2 , ie respetivement Dk et E7, sont étudiés dans le paragraphe
suivant.
3.3 Caluls expliites pour Dk et E7
Pour étudier es as partiuliers, on utilise le résultat suivant sur les bases de Gröbner :
Dénition 5
Pour g ∈ C[z], on note lt(g) son terme dominant (pour l'ordre lexiographique).
Soit J un idéal de C[z] et GJ := [g1, . . . , gr] une base de Gröbner de J . Un polynme p ∈ C[z] est réduit
relativement à GJ s'il est nul ou bien si auun terme de p n'est divisible par le terme dominant lt(gj) de
l'un des éléments de GJ .
L'ensemble des termes GJ−standards est l'ensemble des monmes de C[z] privé de l'ensemble des termes
dominants lt(f) des polynmes f ∈ J\{0}.
Théorème 6 (Maaulay)
L'ensemble des termes GJ−standards forme une base de l'espae vetoriel quotient C[z] / J .
3.3.1 Cas de f1 = z
2
1z2 + z
k−1
2 , ie Dk
On a ii f1 = z
2
1z2 + z
k−1
2 , ∂1f1 = 2z1z2 et ∂2f1 = z
2
1 + (k − 1)z
k−2
2 .
Une base de Gröbner de l'idéal 〈f1, ∂2f1〉 est B := [b1, b2] = [z
2
1 + (k − 1)z
k−2
2 , z
k−1
2 ].
L'ensemble des termes standards est don {zi1z
j
2 / i ∈ {0, 1} et j ∈ J0, k − 2K}.
On peut alors résoudre l'équation p ∂1f1 = 0 dans C[z] / 〈f1, ∂2f1〉.
En eet, en érivant p :=
∑
i=0,1j=0...k−2
aijz
i
1z
j
2, l'équation devient
q :=
∑
i=0,1j=0...k−2
aijz
i+1
1 z
j+1
2 ∈ 〈f1, ∂2f1〉.
On herhe don la forme normale de l'élément q modulo l'idéal 〈f1, ∂2f1〉.
La division multivariée de q par B s'érit q = q1b1 + q2b2 + r ave r =
∑k−3
j=0 a0,jz1z
j+1
2 .
La solution est don
p = a0,k−2z
k−2
2 +
k−2∑
j=0
a1,jz1z
j
2.
Or l'équation
g · ∇f1 = 0 mod 〈f1〉 (7)
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entraîne
g1∂1f1 = 0 mod 〈f1, ∂2f1〉, (8)
ie
g1 = αf1 + β∂2f1 + az
k−2
2 +
k−2∑
j=0
bjz1z
j
2, (9)
ave (α, β) ∈ C[z]2 et a, bj ∈ C.
D'où
g2∂2f1 + β∂1f1∂2f1 + az
k−2
2 ∂1f1 +
k−2∑
j=0
bjz1z
j
2∂1f1 ∈ 〈f1〉. (10)
Et, ave les égalités zk−12 =
1
2−k (f1−z2∂2f1) = −
1
2−kz2∂2f1 mod 〈f1〉, et
k−2
2 z1∂1f1+z2∂2f1 = (k−1)f1
(Euler), on obtient
∂2f1

g2 + β∂1f1 − 2a
2− k
z1z2 +
k−2∑
j=0
bj
2
2− k
zj+12

 ∈ 〈f1〉. (11)
Mais f1 et ∂2f1 sont premiers entre eux, don
g2 = −β∂1f1 +
2a
2− k
z1z2 −
k−2∑
j=0
bj
2
2− k
zj+12 + δf1,
ave δ ∈ C[z].
Don
n
g ∈ A2 / g · ∇f1 = 0
o
=
8<:
„
α
δ
«
f1 + β
„
∂2f1
−∂1f1
«
+
„
zk−22
2
2−k z1z2
«
+
k−2X
j=0
bjz
j
2
„
z1
− 22−k z2
« .
(α, β, δ) ∈ C[z]3 et a, bj ∈ C
9=; .
Par ailleurs, une base de Gröbner de 〈∂1f1, ∂2f1〉 est [z
2
1 + (k − 1)z
k−2
2 , z1z2, z
k−1
2 ],
don C[z] / 〈∂1f1, ∂2f1〉 ≃ V ect
(
z1, 1, z2 . . . , z
k−2
2
)
.
En résumé,
H0 = C[z] / 〈z21z2 + z
k−1
2 〉
H1 ≃ C[z] / 〈z21z2 + z
k−1
2 〉 ⊕ C
k
H2p ≃ Ck
H2p+1 ≃ Ck.
3.3.2 Cas de f1 = z
3
1 + z1z
3
2 , ie E7
On a ii ∂1f1 = 3z
2
1 + z
3
2 et ∂2f1 = 3z1z
2
2 .
Une base de Gröbner de l'idéal 〈f1, ∂1f1〉 est [3z
2
1 + z
3
2 , z1z
3
2 , z
6
2 ], et une base de Gröbner de 〈∂1f1, ∂2f1〉
est [3z21 + z
3
2 , z1z
2
2 , z
5
2 ].
Par une démonstration analogue, on obtient :
H0 = C[z] / 〈z31 + z1z
3
2〉
H1 ≃ C[z] / 〈z31 + z1z
3
2〉 ⊕ C
7
H2p ≃ C7
H2p+1 ≃ C7.
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4 Cas n = 3, m = 1.  surfaes de Klein
4.1 Surfaes de Klein
Etant donné un groupe ni G agissant sur Cn, on lui fait orrespondre, selon le programme d'Erlangen
de Klein, la variété quotient Cn/G : 'est la variété dont les points sont les orbites sous l'ation de G.
Les fontions polynomiales sur ette variété sont les fontions polynomiales sur Cn invariantes par G.
Dans le as de SL2C, la théorie des invariants permet d'assoier à tout sous-groupe ni un polynme.
Ainsi, à tout sous-groupe ni de SL2C est assoiée la variété algébrique onstituée des zéros de e poly-
nme, appelée surfae de Klein.
On rappelle dans e paragraphe quelques résultats sur es surfaes. Voir les référenes [S77℄ et [CCK99℄
pour plus de détails.
Propriété 7
Tout sous-groupe ni de SL2C est onjugué à l'un des groupes suivants :
• An (ylique), n ≥ 1 (|An| = n)
• Dn (diédral), n ≥ 1 (|Dn| = 4n)
• E6 (tétraédral) (|E6| = 24)
• E7 (otaédral) (|E7| = 48)
• E8 (iosaédral) (|E8| = 120).
Propriété 8
Soit G l'un des groupes de la liste préédente. L'anneau des invariants est
C[x, y]G = C[e1, e2, e3] = C[e1, e2]⊕ e3C[e1, e2] ≃ C[z1, z2, z3]/〈f1〉,
où les invariants ej sont des polynmes homogènes, ave e1 et e2 algébriquement indépendants, et où f1
est un polynme quasi-homogène à singularité isolée en l'origine.
Ces polynmes sont donnés dans le tableau suivant.
G e1, e2, e3 f1 C[z1, z2, z3]/〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉
An
e1 = x
n
e2 = y
n
e3 = xy
−n(z1z2 − z
n
3 )
V ect(1, z1, . . . , z
n−2
3 )
dim = n− 1
Dn
e1 = x
2y2
e2 = x
2n + (−1)ny2n
e3 = x
2n+1y + (−1)n+1xy2n+1
λn(4z
n+1
1 +(−1)
n+1z1z
2
2+(−1)
nz23)
ave λn = 2n(−1)
n+1
V ect(1, z2, z1, . . . , z
n−1
1 )
dim = n+ 1
E6
e1 = x
5y − xy5
e2 = 14y
4x4 + x8 + y8
e3 = 33y
8x4− y12+33y4x8−x12
4(z23 − z
3
2 + 108z
4
1)
V ect(1, z2, z1, z1z2, z
2
1 , z
2
1z2)
dim = 6
E7
e1 = 14y
4x4 + x8 + y8
e2 = −3y
10x2 + 6y6x6 − 3y2x10
e3 = −34x
5y13−yx17+34y5x13+xy17
8(3z23 − 12z
3
2 + z2z
3
1)
V ect(1, z2, z
2
2 , z1, z1z2, z1z
2
2 , z
2
1)
dim = 7
E8
e1 = x
11y + 11x6y6 − xy11
e2 = x
20 − 228x15y5 + 494x10y10
+228x5y15 + y20
e3 = x
30 + 522x25y5
−10 005x20y10 − 10 005x10y20
−522x5y25 + y30
10(1 728z51 + z
3
2 − z
2
3)
V ect(zi1z
j
2)i=0...3,
j=0...1
dim = 8
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On appelle surfae de Klein l'hypersurfae algébrique dénie par {z ∈ C3 / f1(z) = 0}.
Théorème 9 (Pihereau)
On onsidère le rohet de Poisson déni sur C[z1, z1, z3] par
{·}f1 = ∂3f1 ∂1 ∧ ∂2 + ∂1f1 ∂2 ∧ ∂3 + ∂2f1 ∂3 ∧ ∂1 = idf1(∂1 ∧ ∂2 ∧ ∂3),
et on note HP ∗f1 (resp. HP
f1
∗ ) la ohomologie (resp. l'homologie) de Poisson pour e rohet. Sous les hy-
pothèses préédentes, la ohomologie de Poisson HP ∗f1 et l'homologie de Poisson HP
f1
∗ de (C[z1, z1, z3]/〈f1〉, {·}f1)
est donnée par
HP 0f1 = C, HP
1
f1
≃ HP 2f1 = {0}
HP f10 ≃ HP
f1
2 ≃ C[z1, z2, z3]/〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉
dim(HP f11 ) = dim(HP
f1
0 )− 1
HP f1j = HP
j
f1
= {0} si j ≥ 3.
L'algèbre C[x, y] est une algèbre de Poisson pour le rohet sympletique standard que l'on note {·}std.
Comme G est un sous-groupe du groupe sympletique Sp2C, l'algèbre des invariants C[x, y]
G
est une
sous-algèbre de Poisson de C[x, y]. La propriété suivante permet alors de déduire du théorème 9 la
ohomologie de Poisson et l'homologie de Poisson de C[x, y]G pour le rohet sympletique standard.
Propriété 10
L'isomorphisme d'algèbres assoiatives
pi : (C[x, y]G, {·}std) → (C[z1, z1, z3]/〈f1〉, {·}f1)
ej 7→ zj
est un isomorphisme de Poisson.
Dans la suite, on va aluler la ohomologie de Hohshild de C[z1, z1, z3]/〈f1〉. On en déduira alors
immédiatement la ohomologie de Hohshild de C[x, y]G, grâe à l'isomorphisme d'algèbres assoiatives
pi.
4.2 Desription des espaes de ohomologie
•Dans e as, on hange l'ordre des veteurs de base : on prend (η1η2, η2η3, η3η1) au lieu de (η1η2, η1η3, η2η3).
Les diérents espaes du omplexe sont alors donnés par
T˜ (0) = A
T˜ (1) = Aη1 ⊕Aη2 ⊕Aη3
T˜ (2) = Ab1 ⊕Aη1η2 ⊕Aη2η3 ⊕Aη3η1
T˜ (3) = Ab1η1 ⊕Ab1η2 ⊕Ab1η3 ⊕Aη1η2η3
T˜ (4) = Ab21 ⊕Ab1η1η2 ⊕Ab1η2η3 ⊕Ab1η3η1
T˜ (5) = Ab21η1 ⊕Ab
2
1η2 ⊕Ab
2
1η3 ⊕Ab1η1η2η3
ie, dans le as général, pour p ∈ N∗, T˜ (2p) = Abp1 ⊕Ab
p−1
1 η1η2 ⊕Ab
p−1
1 η2η3 ⊕Ab
p−1
1 η3η1
et T˜ (2p+ 1) = Abp1η1 ⊕Ab
p
1η2 ⊕Ab
p
1η3 ⊕Ab
p−1
1 η1η2η3 .
On a
∂
∂η1
(η1 ∧ η2 ∧ η3) = 1∧ η2∧ η3 = η2 ∧ η3 ∧ 1, don d
(3)eT (η1η2η3) = ∂f1∂z1 b1η2η3+ ∂f1∂z2 b1η3η1+ ∂f1∂z3 b1η1η2.
Les matries de deT sont don données par
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MatB1,B2(d
(1)eT ) =


∂z1f1 ∂z2f1 ∂z3f1
0 0 0
0 0 0
0 0 0


∀ p ∈ N∗, MatB2p,B2p+1(d
(2p)eT ) =


0 ∂z2f1 0 −∂z3f1
0 −∂z1f1 ∂z3f1 0
0 0 −∂z2f1 ∂z1f1
0 0 0 0


∀ p ∈ N∗, MatB2p+1,B2p+2(d
(2p+1)eT ) =


∂z1f1 ∂z2f1 ∂z3f1 0
0 0 0 ∂z3f1
0 0 0 ∂z1f1
0 0 0 ∂z2f1

 .
• On en déduit
H0 = A
H1 = {g1η1+g2η2+g3η3 / (g1, g2, g3) ∈ A
3
et g1 ∂z1f1+g2 ∂z2f1+g3 ∂z3f1 = 0} ≃

g =

 g1g2
g3

 ∈ A3 / g · ∇f1 = 0


H2 =
{g0b1+g3η1η2+g1η2η3+g2η3η1 / (g0, g1, g2 g3)∈A
4
et g3 ∂z2f1−g2 ∂z3f1=g1 ∂z3f1−g3 ∂z1f1=g2 ∂z1f1−g1 ∂z2f1=0}
{(g1 ∂z1f1+g2 ∂z2f1+g3 ∂z3f1)b1 / (g1, g2, g3)∈A
3}
≃
8>>><>>>:
g=
0BBBBB@
g0
g1
g2
g3
1CCCCCA∈A4
/
∇f1∧
0BB@
g1
g2
g3
1CCA=0
9>>>=>>>;8<:
0@ g · ∇f1
03,1
1A / g∈A3
9=;
≃ A〈∂z1f1, ∂z2f1, ∂z3f1〉A
⊕ {g ∈ A3 / ∇f1 ∧ g = 0}
∀ p ≥ 2,
H2p =
(
g0b
p
1+g3b
p−1
1 η1η2+g1b
p−1
1 η2η3+g2b
p−1
1 η3η1
/
(g0, g1, g2 g3)∈A
4
et
g3 ∂z2f1−g2 ∂z3f1=g1 ∂z3f1−g3 ∂z1f1=g2 ∂z1f1−g1 ∂z2f1=0
)
{(g1 ∂z1f1+g2 ∂z2f1+g3 ∂z3f1)b
p
1+g0(∂z3f1 b
p−1
1 η1η2+∂z1f1 b
p−1
1 η2η3+∂z2f1 b
p−1
1 η3η1) / (g0, g1, g2, g3)∈A
3}
≃
8>>><>>>:
g=
0BBBBB@
g0
g1
g2
g3
1CCCCCA∈A4
/
∇f1∧
0BB@
g1
g2
g3
1CCA=0
9>>>=>>>;8>>><>>>:
0BBBBB@
g · ∇f1
g0 ∂z1f1
g0 ∂z2f1
g0 ∂z3f1
1CCCCCA / g∈A3 et g0∈A
9>>>=>>>;
≃ A〈∂z1f1, ∂z2f1, ∂z3f1〉A
⊕ {g∈A
3 / ∇f1∧g=0}
{g∇f1 / g∈A}
∀ p ∈ N∗,
H2p+1 =
(
g1b
p
1η1+g2b
p
1η2+g3b
p
1η3+g0b
p−1
1 η1η2η3
/
(g0, g1, g2 g3)∈A
4
et g1 ∂z1f1+g2 ∂z2f1+g3 ∂z3f1=0
g0 ∂z3f1=g0 ∂z1f1=g0 ∂z2f1=0
)
{(g3 ∂z2f1−g2 ∂z3f1)b
p
1η1+(g1 ∂z3f1−g3 ∂z1f1)b
p
1η2+(g2 ∂z1f1−g1 ∂z2f1)b
p
1η3 / (g1, g2, g3)∈A
3}
≃
8>>><>>>:
g=
0BBBBB@
g1
g2
g3
g0
1CCCCCA∈A4
/
∇f1·
0BB@
g1
g2
g3
1CCA=0 et g0 ∂z3f1=g0 ∂z1f1=g0 ∂z2f1=0
9>>>=>>>;8>>><>>>:
0BBBBB@
∇f1 ∧

 g1g2
g3


0
1CCCCCA
/
g∈A3
9>>>=>>>;
≃
{g∈A3 / ∇f1·g=0}
{∇f1∧g / g∈A3}
⊕ {g ∈ A / g ∂z3f1 = g ∂z1f1 = g ∂z2f1 = 0}.
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Le paragraphe suivant va permettre d'expliiter es espaes.
4.3 Caluls expliites dans le as partiulier où f1 est à variables séparées
Dans e paragraphe, on onsidère le polynme f1 = a1z
i
1 + a2z
j
2 + a3z
k
3 , ave 2 ≤ i ≤ j ≤ k et aj ∈ C
∗
.
Les dérivées partielles de f1 sont ∂1f1 = ia1z
i−1
1 , ∂2f1 = ja2z
j−1
2 et ∂3f1 = ka3z
k−1
3 .
• On a déjà
H0 = C[z1, z2, z3]/〈a1z
i
1 + a2z
j
2 + a3z
k
3 〉 .
• De plus, omme f1 est quasi-homogène, la formule d'Euler donne
1
i
z1∂1f1 +
1
j
z2∂2f1 +
1
k
z3∂3f1 = f1.
Ainsi, on a l'inlusion 〈f1〉 ⊂ 〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉, don
A
〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉A
≃
C[z1, z2, z3]
〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉
≃ V ect (zp1z
q
2z
r
3 / p ∈ J0, i− 2K, q ∈ J0, j − 2K, r ∈ J0, k − 2K) .
Enn, omme ∂1f1 et f1 sont premiers entre eux, si g ∈ A vérie g∂1f1 = 0 mod 〈f1〉, alors g ∈ 〈f1〉,
ie g est nul dans A.
• On détermine maintenant l'ensemble

g =

 g1g2
g3

 ∈ A3 / g · ∇f1 = 0

 :
On a d'abord 〈f1, ∂1f1, ∂2f1〉 = 〈a1z
i
1+a2z
j
2+a3z
k
2 , z
i−1
1 , z
j−1
2 〉 = 〈z
i−1
1 , z
j−1
2 z
k
3 〉. Les seuls monmes qui
ne sont pas dans et idéal sont don les éléments zp1z
q
2z
r
3 ave p ∈ J0, i−2K, q ∈ J0, j−2K et r ∈ J0, k−1K.
Ainsi tout polynme P ∈ C[z] s'érit sous la forme
P = αf1 + β∂1f1 + γ∂2f1 +
∑
p=0...i−2
q=0...j−2
r=0...k−1
apqrz
p
1z
q
2z
r
3 .
Les polynmes P ∈ C[z] tels que P∂3f1 ∈ 〈f1, ∂1f1, ∂2f1〉 sont don les éléments
P = αf1 + β∂1f1 + γ∂2f1 +
∑
p=0...i−2
q=0...j−2
r=1...k−1
apqrz
p
1z
q
2z
r
3 .
On a ainsi alulé Ann〈f1, ∂1f1, ∂2f1〉(∂3f1).
L'équation
g · ∇f1 = 0 mod 〈f1〉 (12)
entraîne g3 ∈ Ann〈f1, ∂1f1, ∂2f1〉(∂3f1), ie
g3 = αf1 + β∂1f1 + γ∂2f1 +
∑
p=0...i−2
q=0...j−2
r=1...k−1
apqrz
p
1z
q
2z
r
3 , (13)
ave (α, β, γ) ∈ C[z]3.
D'où
g2∂2f1 + γ∂2f1∂3f1 +
∑
p=0...i−2
q=0...j−2
r=1...k−1
apqrz
p
1z
q
2z
r
3∂3f1 ∈ 〈f1, ∂1f1〉. (14)
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Don d'après la formule d'Euler,
∂2f1

g2 + γ∂3f1 −
k
j
∑
p=0...i−2
q=0...j−2
r=1...k−1
apqrz
p
1z
q+1
2 z
r−1
3

 ∈ 〈f1, ∂1f1〉. (15)
Comme Ann〈f1, ∂1f1〉(∂2f1) = 〈f1, ∂1f1〉, ette équation équivaut à
g2 = −γ∂3f1 +
k
j
∑
p=0...i−2
q=0...j−2
r=1...k−1
apqrz
p
1z
q+1
2 z
r−1
3 + δf1 + ε∂1f1,
ave δ, ε ∈ C[z]. Il s'ensuit que
g1∂1f1+β∂1f1∂3f1+ ε∂1f1∂2f1+
∑
p=0...i−2
q=0...j−2
r=1...k−1
apqrz
p
1z
q
2z
r
3∂3f1+
k
j
∑
p=0...i−2
q=0...j−2
r=1...k−1
apqrz
p
1z
q+1
2 z
r−1
3 ∂3f1 ∈ 〈f1〉. (16)
Et, d'après la formule d'Euler,
∂1f1

g1 + β∂3f1 + ε∂2f1 −
k
i
∑
p=0...i−2
q=0...j−2
r=1...k−1
apqrz
p+1
1 z
q
2z
r−1
3

 ∈ 〈f1〉. (17)
Mais f1 et ∂1f1 sont premiers entre eux, don
g1 = −β∂3f1 − ε∂2f1 +
k
i
∑
p=0...i−2
q=0...j−2
r=1...k−1
apqrz
p+1
1 z
q
2z
r−1
3 + ηf1, (18)
ave η ∈ C[z].
Finalement
n
g ∈ A3 / g · ∇f1 = 0
o
=
8>><>>:
0@ ηδ
α
1A f1 +∇f1 ∧
0@ −γβ
−ε
1A + X
p=0...i−2
q=0...j−2
r=1...k−1
apqrz
p
1z
q
2z
r−1
3
0@ ki z1k
j
z2
z3
1A . (α, β, γ, δ, ε, η) ∈ A6 et apqr ∈ C
9>>=>>;
.
On en déduit diretement les espaes de ohomologie d'indies impairs :
∀ p ≥ 1, H2p+1 ≃ C(i−1)(j−1)(k−1)
H1 ≃ ∇f1 ∧ (C[z]/〈f1〉)
3 ⊕ C(i−1)(j−1)(k−1).
Remarque :
On a aussi ∇f1 ∧ (C[z]/〈f1〉)
3
≃ (C[z]/〈f1〉)
3
/ {g / ∇f1 ∧ g = 0} = (C[z]/〈f1〉)
3
/ (C[z]/〈f1〉)∇f1.
De plus, l'appliation
(C[z]/〈f1〉)
2 → ∇f1 ∧ (C[z]/〈f1〉)
3(
g1
g2
)
7→ ∇f1 ∧

 g1g2
0


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est injetive, don ∇f1 ∧ (C[z]/〈f1〉)
3
est de dimension innie .
• Il reste à déterminer l'ensemble

g =

 g1g2
g3

 ∈ A3 / ∇f1 ∧ g = 0

 :
Soit g ∈ A3 tel que∇f1∧g = 0. Cela signie que, modulo 〈f1〉, g vérie le système


∂2f1 g3 − ∂3f1 g2 = 0
∂3f1 g1 − ∂1f1 g3 = 0
∂1f1 g2 − ∂2f1 g1 = 0
La première équation donne, modulo 〈f1, ∂2f1〉, ∂3f1 g2 = 0.
Or Ann〈f1, ∂2f1〉(∂3f1) = 〈f1, ∂2f1〉, don g2 = 0, don g2 = αf1 + β∂2f1.
Don
∂2f1(g3 − β∂3f1) = 0 mod 〈f1〉,
ie g3 = γf1 + β∂3f1.
Enn, on obtient
∂3f1(g1 − β∂1f1) = 0 mod 〈f1〉,
ie g1 = δf1 + β∂1f1.
Ainsi, {g ∈ A3 / ∇f1 ∧ g = 0} =

f1

 δα
γ

+ β∇f1 / α, β, γ, δ ∈ A

.
On en déduit les espaes de ohomologie d'indies pairs :
∀ p ≥ 2, H2p ≃ A / 〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉 ≃ C[z] / 〈z
i−1
1 , z
j−1
2 , z
k−1
3 〉
≃ V ect (zp1z
q
2z
r
3 / p ∈ J0, i− 2K, q ∈ J0, j − 2K, r ∈ J0, k − 2K) ≃ C
(i−1)(j−1)(k−1)
H2 ≃ {β∇f1 / β ∈ A} ⊕ C
(i−1)(j−1)(k−1) ≃ C[z] / 〈a1z
i
1 + a2z
j
2 + a3z
k
3 〉 ⊕ C
(i−1)(j−1)(k−1).
Remarque 11
On obtient en partiulier la ohomologie pour les as où f1 = z
2
1 + z
2
2 + z
k+1
3 , f1 = z
2
1 + z
3
2 + z
4
3 et
f1 = z
2
1 + z
3
2 + z
5
3 , as qui orrespondent respetivement aux types Ak, E6 et E8 des surfaes de Klein.
Le tableau suivant résume les résultats pour es trois as partiuliers :
H0 H1 H2 H2p H2p+1
Ak C[z] / 〈z
2
1 + z
2
2 + z
k+1
3 〉 ∇f1 ∧ (C[z] / 〈f1〉)
3 ⊕ Ck C[z] / 〈z21 + z
2
2 + z
k+1
3 〉 ⊕ C
k Ck Ck
E6 C[z] / 〈z
2
1 + z
3
2 + z
4
3〉 ∇f1 ∧ (C[z] / 〈f1〉)
3
⊕ C6 C[z] / 〈z21 + z
3
2 + z
4
3〉 ⊕ C
6 C6 C6
E8 C[z] / 〈z
2
1 + z
3
2 + z
5
3〉 ∇f1 ∧ (C[z] / 〈f1〉)
3 ⊕ C8 C[z] / 〈z21 + z
3
2 + z
5
3〉 ⊕ C
8 C8 C8
Les as où f1 = z
2
1 + z
2
2z3 + z
k−1
3 et f1 = z
2
1 + z
3
2 + z2z
3
3 , ie respetivement Dk et E7 sont étudiés dans le
paragraphe suivant.
4.4 Caluls expliites pour Dk et E7
4.4.1 Cas de f1 = z
2
1 + z
2
2z3 + z
k−1
3 , ie Dk
Dans e paragraphe, on onsidère le polynme f1 = z
2
1 + z
2
2z3 + z
k−1
3 .
Les dérivées partielles de f1 sont ∂1f1 = 2z1, ∂2f1 = 2z2z3 et ∂3f1 = z
2
2 + (k − 1)z
k−2
3 .
• On a déjà
H0 = C[z]/〈z21 + z
2
2z3 + z
k−1
3 〉.
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• De plus, omme f1 est quasi-homogène, la formule d'Euler donne
k − 1
2
z1 ∂1f1 +
k − 2
2
z2 ∂2f1 + z3 ∂3f1 = (k − 1)f1. (19)
Ainsi, on a l'inlusion 〈f1〉 ⊂ 〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉.
De plus, une base de Gröbner de 〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉 est [z
k−1
3 , z2z3, z
2
2 + (k − 1)z
k−2
3 , z1], don
A
〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉A
≃
C[z1, z2, z3]
〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉
≃ V ect
(
z2, 1, z3, . . . , z
k−2
3
)
.
Enn, omme ∂1f1 et f1 sont premiers entre eux, si g ∈ A vérie g∂1f1 = 0 mod 〈f1〉, alors g ∈ 〈f1〉,
ie g est nul dans A, don {g ∈ A / g ∂z3f1 = g ∂z1f1 = g ∂z2f1 = 0} = 0.
• On détermine maintenant l'ensemble

g =

 g1g2
g3

 ∈ A3 / g · ∇f1 = 0

 :
Une base de Gröbner de 〈f1, ∂1f1, ∂3f1〉 est [z1, z
k−1
3 , z
2
2+(k−1)z
k−2
3 ], don une base de C[z] / 〈f1, ∂1f1, ∂3f1〉
est {zi2z
j
3 / i ∈ {0, 1}, j ∈ J0, k − 2K}.
On a déjà résolu l'équation p ∂2f1 dans et espae ; sa solution est p = a0,k−2z
k−2
3 +
k−2∑
j=0
a1,jz2z
j
3.
L'équation
g · ∇f1 = 0 mod 〈f1〉 (20)
entraîne
g2∂2f1 = 0 mod 〈f1, ∂1f1, ∂3f1〉, (21)
d'où
g2 = αf1 + β∂1f1 + γ∂3f1 + az
k−2
3 +
k−2∑
j=0
bjz2z
j
3, (22)
ave (α, β, γ) ∈ C[z]3.
Et
g3∂3f1 + γ∂3f1∂2f1 + az
k−2
3 ∂2f1 +
k−2∑
j=0
bjz2z
j
3∂2f1 ∈ 〈f1, ∂1f1〉. (23)
Or d'après la formule d'Euler (19) et l'égalité
zk−13 z2 =
1
2− k
(
z2f1 − z2z3∂3f1 −
1
2
z2z1∂1f1
)
= −
1
2− k
z2z3∂3f1 mod 〈f1, ∂1f1〉, (24)
l'équation (23) devient
∂3f1

g3 + γ∂2f1 − 2a
2− k
z2z3 −
k−2∑
j=0
bj
2
2− k
zj+13

 ∈ 〈f1, ∂1f1〉. (25)
Comme Ann〈f1, ∂1f1〉(∂3f1) = 〈f1, ∂1f1〉, ette équation équivaut à
g3 = −γ∂2f1 +
2a
2− k
z2z3 +
k−2∑
j=0
bj
2
2− k
zj+13 + δf1 + ε∂1f1,
ave δ, ε ∈ C[z].
On trouve
g1 = −β∂2f1 − ε∂3f1 +
k−2∑
j=0
bj
k − 1
k − 2
z1 +
a
2− k
z2z1 + ηf1, (26)
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ave η ∈ C[z].
Finalement, on a
n
g ∈ A3 / g · ∇f1 = 0
o
=
8><>:
0@ ηα
δ
1A f1 +∇f1 ∧
0@ γε
−β
1A + k−2X
j=0
bj
0B@
k−1
k−2 z1z
j
3
z2z
j
3
− 22−k z
j+1
3
1CA + a
0@ 12−k z2z1zk−23
2a
2−k z2z3
1A . (α, β, γ, δ, ε, η) ∈ A6 et a, bj ∈ C
9>=>; ,
ainsi que les espaes de ohomologie d'indies impairs :
∀ p ≥ 1, H2p+1 ≃ Ck
H1 ≃ ∇f1 ∧ (C[z]/〈f1〉)
3 ⊕ Ck.
• Pour montrer que {g ∈ A3 / ∇f1 ∧ g = 0} =
{
f1 g+ β∇f1 / g ∈ A
3, β ∈ A
}
, on proède omme dans
le as des variables séparées.
On en déduit, en utilisant le premier point •, les espaes de ohomologie d'indies pairs :
∀ p ≥ 2, H2p ≃ A / 〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉 ≃ V ect
(
z2, 1, z3, . . . , z
k−2
3
)
≃ Ck
H2 ≃ {β∇f1 / β ∈ A} ⊕ C
k ≃ C[z] / 〈z21 + z
2
2z3 + z
k−1
3 〉 ⊕ C
k.
4.4.2 Cas de f1 = z
2
1 + z
3
2 + z2z
3
3 , ie E7
Ii, on a ∂1f1 = 2z1, ∂2f1 = 3z
2
2 + z
3
3 et ∂3f1 = 3z2z
2
3 .
La méthode de démonstration est analogue à elle des as préédents.
Une base de Gröbner de 〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉 est [z
5
3 , z2z
2
3 , 3z
2
2 + z
3
3 , z1].
De même, une base de Gröbner de 〈f1, ∂1f1, ∂2f1〉 est [z
6
3 , z2z
3
3 , 3z
2
2 + z
3
3 , z1].
On obtient les résultats suivants :
∀ p ≥ 1, H2p+1 ≃ C7
H1 ≃ ∇f1 ∧ (C[z]/〈f1〉)
3 ⊕ C7.
H0 = C[z] / 〈z21 + z
3
2 + z2z
3
3〉
∀ p ≥ 2, H2p ≃ A / 〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉 ≃ V ect
(
z2, z
2
2 , 1, z3, z
2
3 , z
3
3 , z
4
3
)
≃ C7
H2 ≃ {β∇f1 / β ∈ A} ⊕ C
k ≃ C[z] / 〈z21 + z
3
2 + z2z
3
3〉 ⊕ C
7.
Remarque 12
Dans tous les as étudiés préédemment, il existe un triplet (i, j, k) tel que {i, j, k} = {1, 2, 3}, et tel
que l'appliation
C[z] / 〈∂1f1, ∂2f1, ∂3f1〉 → {Solutions dans C[z] / 〈f1, ∂jf1, ∂kf1〉 de l'équation g ∂if1 = 0}
P 7→ zi P mod 〈f1, ∂jf1, ∂kf1〉
soit un isomorphisme d'espaes vetoriels.
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